ELETTROMAGNETISMO
1. DEFINIZIONI ED EQUAZIONI DI M AXWELL

Definizione di campo elettrico e di induzione magriea: si consideri la
forza esercitata su una carica puntiforme in mbtwZa di Lorentz)

F = forza agente sulla carica puntiforme [N]; q ¥icaelettrica [C]yv = velocita della carica [m/s];
E = campo elettrico [V/m]B = induzione magnetica [T].
La campo elettric@ e definito come la forzk per unita di carica agente su una carica puntidorm
collocata nel punto in esame e fernaa=(0) rispetto all'osservatore in un riferimenteririale. Sup-
ponendo notdz, la forzaF — ¢k € pari a gxB (forza che e ortogonalevee che dunque non compie
lavoro). Tale termine € utilizzato per definirediuzione magneticB nel punto "attraversato” dalla
carica g nell'istante considerato). La conosceng@xB non permette di determinare la componen-
te diB parallela av, quindi per determinaf® e necessaria almeno una coppia di misure nebgste
punto con velocita vettorialmente diverse.

AQ

Definizione di densita di carica(p). Si consideri un punto P dello spa- 0= lim 22
zio ed un elemento di volumecentrato in P. A0 AT
AQ = carica elettrica presentediC]; At = volume dit [m?.

F=qE +v xB)

Definizione di densita di corrente (J).Si consideri un punto P deIIoJEh _ lim lim AQ/ At
spazio ed una superficie piana passante per P. AS-0A-0 AS

n = versore normale alla superfici®S = area dell'elemento di superficie consideratdrat in P
[m?]; AQ = carica elettrica che ha attraversato I'elementsugerficie nel verso individuato da
[C]; At = intervallo di tempo considerato [s].

Definizione di polarizzazione (P)L’azione di un campo elettridd su un mate-

riale (non conduttore) pud essere descritta asstnehne ogni volumettart di ~ 1im Ap
materia divenga sede di un dipolo elettfitcon momentap. Lo stato dellama- =~ ar-0 AT
teria polarizzata puo quindi essere definito trarfatdensita di dipoli elettrici.

Definizione di magnetizzazione (M).L’azione di un campo di induziorié su

un materiale puo essere descritta assumendo clhealgmettoAt di materia di- M = |im Aam
venga sede di un dipolo magnetfteon momento infinitesimam. Lo stato del- fr-0 AT
la materia magnetizzata puo quindi essere defingmite la densita di dipoli

magnetici.

Definizione del campo spostamento elettrico e dehimpo magnetico

@ Si consideri il sistema costituito da due caripletiformi di valore opposto,g-e - g,

situate nel vuoto ad una distard;ae si consideri il limite al quale tende taleeisd quando

d e g tendono rispettivamente a 0 e aofin modo tale che il prodottad tenda ad una *a

guantitap finita e non nulla. Il sistema che si ottiene sachadipolo elettrico. Per caratte- d I = [ P
rizzare il dipolo occorre individuare: 1) threzionedella retta sulla quale sono poste le due q

cariche; 2) ilverso(da quella negativa a quella positiva); 3yalore p. Occorre percio un

vettore p dettomomento del dipolo elettrico

@ Sj consideri il sistema costituito da una corréntbe percorre una spira circolare piana:
siaSl'area della spira. Si consideri il limite al gadkende tale sistema quarei tendono |
rispettivamente a 0 e aos, in modo tale che il prodoti® tenda ad una quantita finita e m
non nulla. Il sistema che si ottiene si chiaghiiaolo magnetica Per caratterizzare il dipol@ {
occorre individuare: 1) la giacitura del piano delpira, e cid pud farsi assegnanddite- .

zionedella normale al piano; 2) Ulersodella correnté nella spira, e cio puo farsi asse- | i

gnando un verso sulla direzione precedente: qdelstrogiro rispetto al verso della corren-

tei; 3) il valorem. Occorre percio un vettora dettomomento del dipolo magnetico
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B
D=gE+P H=—-M
0 Ho

D = spostamento elettrico [CfinH = campo magnetico [A/m} = costante dielettrica del vuoto
(8.854 10™? F/m); uo = permeabilita magnetica del vuotat(®@0 ' H/m 01.256 10° H/m).

Spesso € possibile supporre che la polarizzazietieiea sia proporzionale al campo elettrico e che
la magnetizzazione sia proporzionale al campo ntagnenateriale lineare omogeneo isotropo):

P=ys£0oE M=ynH
dovexe, Xm SONO le suscettivita elettrica e magnetica. Icasb si ha:
D=¢ggsE=¢E B=powH=pH

doveg, = 1 +¥X = costante dielettrica relativa:= ¢, €9 = costante dielettrica del materiale
ur = 1 +Xm = permeabilita magnetica relatiya= p; o = permeabilita magnetica del materiale.

EQUAZIONI DI MAXWELL (IN FORMA INTEGRALE )

Legge di Ampére - Maxwell(legge della circuitazione magnetick circuitazio-
ne del vettore campo magnetico lungo una lineaszhigualsiasi € pari alla cor-
rente totale concatenata con tale linea.

fH @ =i
L

Legge di Faraday - Neumann - LenZlegge della circuitazione elettricdg cir-
cuitazione del vettore campo elettrico lungo umed chiusa qualsiasi & pari aIIgEm" - _ do,

derivata temporale del flusso di induzione magmetioncatenato con tale line dt
cambiata di segno.

La corrente concatenataad il flusso concatenatd. sono definiti con riferimento ad una super-
ficie S che ha come bordo la curva chiusa L. Lisiéenento della superficie &€ dato dal versoees-
sociato al verso di percorrenza di L, secondo tevenzione destrogira (regola della vite destrorsa).
La corrente concatenatged il flusso concatenat®. non dipendono dalla superficie i8a solo dal-
la curva L su cui tale superficie si appoggia.

n

jmnds+j —thS ®, = [ BmdS

Si hanno inoltre (equazioni della divergenza):

- lalegge di Gaussil flusso dello spostamento elettrico attravers@ wuperfi- §Dmd8: Q
cie chiusa qualsiasi € pari alla quantita di caricacchiusa in tale superficie. S

- la solenoidalita del campo di induzione magnetical flusso della induzione §B hdS=0
magnetica attraverso una superficie chiusa quaistasullo.

- la legge di conservazione della carical flusso della densita di corrente u- dQ
scente da una superficie chiusa qualsiasi € pdd derivata temporale della i; [hdS= _E
carica racchiusa in tale superficie.

La carica Q contenuta entro una superficie chiugar@ntata tramite il An
versoren diretto verso I'esterno) si puo calcolare conriifeento al volume

T che ha S come boro@::jT pdt

Infine la legge di Lorentz fornisce la densita di forza elettromagnetica

: N o =pE +
esercitata sulla densita di carg® sulla densita di correniie f=pE+JxB
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Il problema elettrodinamico e completato introdwtete equazioni di legame materialese si
considerananezzi lineari, omogene(indipendenza dalla posizione)isotropi (indipendenza dalla
direzione), le equazioni di legame materiale sono:

D=¢E B=pH J=0 (E+E)
doveg, 1 e 0 sono rispettivamente lzostante dielettrica la permeabilita magneticae lacondu-
cibilita elettrica. Si definisce inoltre la resistivifa (misurata inQlm) come l'inverso della condu-
cibilita o (misurata in S/m). La relazione tra densita dreate e campo elettrico € deltgge di
Ohm in forma locale. Il vettoreE; che vi compare € il campo elettrico impresso. Valgore, es-
senziale per ottenere una circolazione di corrdrdde dimensioni di una forza per unita di carica
[N/C]: esercita azioni di forza sui portatori (dibtdi massa) delle cariche elettriche tramite ferom
ni non elettrici (a seconda dei casi di natura atemtermica, meccanica, ecc.). | dispositivi entro
cui hanno sede i fenomeni suddetti, sono denomiigatieratori elettrici”.

Nei materiali conduttori (metalli) la resistivit@awa linearmente con la temperatura con un coef-
ficiente di temperatura: p = po [1+0a(T-Tg)], per-50°C < T < 150°C.

Materiale conduttore p [nQIm] o0 [MS/m] o [mQ/(QK)] (a 20°C)
Argento (99.9%) 16 62.5 3.8
Rame elettrolitico 17.6 56.8 3.9
Oro 23.6 42.4 3.0
Alluminio 28 35.7 4
Ferro (99%) 100+ 150 6.7+ 10 5.5
Ghisa 700+ 1600 0.6-1.4 2.0+45
Acciaio (0.1% C) 200 5 4.2
Acciaio ( 0.4% C) 160 6.2 4.2
Acciaio ( 2% Si) 350 2.8 3.0+5.0
Acciaio ( 4% Si) 550 1.8 3.0+5.0
Grafite 4000+ 20000 0.05- 0.25 0.4

Nei materiali isolanti (o dielettricig: ha un va- Mmateriale isolante p [GQI] & K [MV/m]
lore di qualche unita. Piu rilevante erigidita

dielettrica che @ l'intensita K del campo elettri-Porcellana 1+10' 4+6 10+12
co 'che provoca Ig 'scarica attraverso |’i59|ar}t9achelite 1+10 5<7 10+12
Nei gas e nei liquidi la scarica provoca la ioniz-

zazione di una parte delle molecole, perod al cds@rta secca 1+10 2+3  4-=6
sare della scarica il diellett‘ric.o Si ricostituisee vetro 1%<~10F 4+10 30= 150
riacquista le sue proprieta isolanti (per l'aria

secca KO3 MV/m). Nei solidi la scarica porta Gomma 10°+10° 2+3 16+ 50

alla distruzione del dielettrico che rimane perf

0= .
NG Cart ffinat to + +
rato (ed inutilizzabile). arta parattinata 2-4  10+20

| materiali si dividono in dia-, para- e ferro-magici a seconda della loro risposta al campo ma-
gnetico applicato:
Diamagnetismo:In alcuni materiali (tra cui il rame) si ha unafeéia compensazione tra i momenti
magnetici di ogni singolo atomo. In tal caso I'apatione di un campo magnetico esterno anche
molto intenso da luogo ad una magnetizzazione nu#tmle e diretta in verso opposto al campo.
La suscettivitg(m € quindi negativa. Si tratta di suscettivita mgliccole ed indipendenti dalla tem-
peratura (dell’'ordine di —16).
Paramagnetismo:Se gli atomi o le molecole possiedono un momentgnakico proprio, I'azione
del campo esterno produce un allineamento pardelenomenti secondo il verso del campo. Tale
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effetto magnetizzante e il risultato dell’equilibrira I'azione ordinatrice del campo e quella
dell'agitazione termica. Se l'interazione magneti@gaatomi adiacenti e trascurabile, non si ha ma-
gnetizzazione spontanea a livello macroscopiceusettivitax, € positiva ed ha valori molto mo-
desti alla temperatura ambiente (dell'ordine di*L(Essa decresce al crescere della temperatura se-
condo la Legge di Curig{m, = C/T. Pertanto i materiali paramagnetici, comelljuiiamagnetici,
modificano in modo inessenziale i campi prodotgl“muoto” (1, (11, ovverou CIo).

Ferromagnetismo: Quando gli atomi, gli ioni o le molecole possiedam® momento magnetico
proprio e sono fortemente interagenti tra loropgsibile raggiungere la saturazione (cioé il parall
lismo di tutti i dipoli magnetici) a temperatura laiente con campi esterni facilmente realizzabili.
Ad esempio per ferro, nickel e cobalto i riscontrarstosi fenomeni di magnetizzazione spontanea
(in assenza di campo magnetico). Per quanto riguardipendenza dalla temperatura, per Tc> T
(temperatura di Curie) si ha un comportamento paga®tico e quindi una suscettivita magnetica
che segue la Legge di Curie - Weigs:.= C/(T — Tc). Questo insieme di proprieta, ma particolar-
mente quella di poter dar luogo ad intense magregtiani con deboli campi applicati in materiali
di ottimo comportamento meccanico - strutturaledeeil ferromagnetismo di fondamentale impor-
tanza per le applicazioni.

Dal punto di vista microscopico, i materiali ferro- |

magnetici sono formati dall’aggregazione di innume- qa u“ H
revoli “domini magnetici” o “domini di Weiss” delle
dimensioni di 10°+10° m che sono composti da mo- = = .l
lecole o atomi che possiedono un momento magnetico
proprio e sono allineati fra loro. Se il materialallo
stato nativo i momenti magnetici dei domini di Wéeis Domini di Weiss prima e dopo I'allineamento
sono orientati casualmente, producendo quindi una  S°n !l campo magnetico estemo
magnetizzazione macroscopicamente nulla. In presdnan campo magnetico esterno, tuttavia, i
momenti magnetici tendono ad allinearsi. Tale edimento permane anche se il campo magnetico
esterno é rimosso, dando origine ad una magnetimearesidua. Tale effetto magnetizzante € il ri-
sultato dell’equilibrio statistico tra I'azione onatrice del campo e quella dell'agitazione termica
aumentando la temperatura l'effetto dell’agitazioieenta sempre piu sensibile, causando la com-
pleta smagnetizzazione quando si raggiunge la textyra di Curie.

Per studiare i materiali ferromagnetici ci si basagoncreto, sullearatteristiche di magnetiz-
zazione cioe sui diagrammi che forniscono il valore indulm e verso dell'induzione magnetica B

in funzione del campo magnetico H per provini onrae
In figura & rappresentato un tipico processo di ma-

gnetizzazione. Il materiale sia allo stato nativo fB AB = o AH
(smagn_etizza_lto). Si distinguono una curva di prima MoMs | g = = .
magnetizzazione, (H crescente da O ag) Be il B, i

campo magnetico viene invertito ripetutamente tra i
valori tHy, l'evoluzione si assesta su cicli simme-
trici di isteresi Al variare di H, varia I'ampiezza i
dei cicli. Il raggiungimento della saturazione &ev  -Hw
denziato dal fatto che la caratteristica divernadr :
re e reversibile. Ovvero, per campi maggiori ¢i,H
I'incrementoAB corrispondente ad un incremento
AH € lo stesso che si avrebbe nel vuptd\H.

Il ciclo di isteresi che viene solitamente considere quello ottenuto a partire dalla saturazibne.
principali parametri usualmente considerati peraatterizzazione dei materiali sono:
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+ le permeabilita relative differenziali valutate ggmla curva di prima magnetizzazione secondo la
formulapyg) = dB/(odH), in particolare quella iniziale (H = 0) e q@ethassima;

+ linduzione residua Bche si ha quando H viene riportato a zero dopceaaggiunto y;

« il campo coercitivo Elche & necessario applicare per portare a zedoiiane B;

« il valore della magnetizzazione di saturaziong(®del campo di saturaziong BuyMsy);

- alcuni valori di energie specifiche del ciclo, quarea del ciclo W; oppure il valore del massi-
mo del prodottd BH| nel 2° quadrante.

Un importante sottogruppo nei materiali ferromagmed dato daimateriali ferromagnetici
dolci che sono caratterizzati da elevati valori dellemesbilita (1, 010°) e basso valore del campo
coercitivo (H. < 10° A/m) cui si collega il basso valore dell'area delo di isteresi. | materiali di
questo gruppo vengono impiegati laddove intereissigale al massimo le correnti necessarie per
produrre e controllare i flussi di induzione (nuadeelettromagneti, nuclei di trasformatori, rater
statori di macchine rotanti). | materiali di quegtmppo principalmente utilizzati sono il ferroee |
sue leghe con nickel, cobalto e silicio, gli aceidiasso tenore di carbonio e le ferriti dolci iaisdi
ferro, zinco e manganese o nickel).

Un altro importante sottogruppo nei materiali fenegnetici € dato damateriali ferromagneti-
ci duri (magneti permanenti) che sono caratterizzati daadél valori della induzione residua e del
campo coercitivo (K> 1¢* A/m) cui si collega I'elevato valore del prodot®H| ottenuto nel 2°
quadrante. | materiali di questo gruppo vengondegmgti laddove interessa realizzare flussi magne-
tici costanti nel tempo e pertanto conviene riaari@ magnetismo permanente invece che a circuiti
percorsi da corrente. | materiali magnetici dumeoeercialmente piu importanti sono le ferriti dure
(ossidi di ferro e bario), gli Alnico (leghe Fe-Ni-Co-Cu) e le leghe ed i sinterizzati comprendenti
terre rare. In particolare, i magneti permanentiaao-cobalto (Sm-Co) e neodimio-ferro-boro (Nd-
Fe-B) hanno prestazioni (e costi) decisamente gupeQuesti magneti sono prodotti per sinteriz-
zazione, ma anche mescolati a leganti plasticnpgliorare le caratteristiche meccaniche e la lavo-
rabilita.

2. PASSAGGIO DALLA TEORIA DEI CAMPI ALLA TEORIA DEI CIRCUITI

Affinché un sistema elettrico reale sia modellabdene un “circuito elettrico a costanti concen-
trate” devono essere soddisfatte le seguenti cmmiliz

1. deve essere possibile individuare, nella regtrspazio occupata dal sistema fisico reale, delle
zone di spazio, dette componenti, in cui alcunadgaze elettromagnetiche (e le loro derivate tem-
porali) possono assumere valori elevati;
1.aper ciascun componente, deve essere possibiledodre dei terminali attraverso i quali
avviene lo scambio di carica elettrica tra un congmte e l'altro;
1.b all'esterno dei componenti, deve essere possiidigiduare delle connessioni conduttrici
(ideali) tra i terminali dei componenti.
2. nella regione di spazio esterna ai component\irsi trovano i terminali e le connessioni tra di
essi), si deve potere:
2.atrascurare la corrente di spostamento(dD/ot) = 0O;
2.btrascurare la componente non conservativa del caiepivico= (0B/dt) = 0;
2.cassumere che la densita di corrente sia nullagqueyjreccetto che nelle connessioni ideali.

L’approssimazione alla base del modello di circeiettrico a costanti concentrate consiste dun-
gue fondamentalmente nel considerare le derivaipdeali di alcune grandezze diverse da zero sol-
tanto in alcune regioni (componenti). Ogni compdeeaosi individuato (induttore, condensatore,

Elettrotecnica T | Richiami di Elettromagnetisn® -



etc.) puo ritenersi responsabile, quasi per intdrana proprieta che, a rigore, appartiene a¢siat
nel suo complesso (induttanza, capacita, etc.).

Il legame tra le variabili circuitali (tensioni @rmenti) ed i campi sono otteni-
bili dalle definizioni. Dato che i = dg/dt, perdensita di corrente si ottied&@ = | :J.SJ [mdS
di/dS e quindi, integrando su una superficie Sgss@ si ottiene:

Inoltre, dato che pn = dwa_pg/dqg, esprimendo il lavoro delle forze esterne 5
tramite la loro equilibrante (la forza di Lorentg)dato che il termine dipendent =J' E [
dalla velocita non compie lavoro, si ottiene (ewmziando la dipendenza dalla li- *® =l
neal che congiunge i punti A e B):

A

Le ipotesi fatte permettono infine di dedurre Iggiedi Kirchhoff a partire dalle equazioni di
Maxwell, come segue.

@D/t = 0 N
(oB/ot) =0
Componente
A
L, {
Q Componente

Componente
C

L]_ 4

Lo spazio esterno ai componenti € una regione aessione lineare semplice: presa una qualsia-
si linea chiusa L che giace in tale regione, esiteeno una superficie che si appoggia a tale linea
che giace anch’essa tutta all’interno della regicmesiderata.

Poiché per ipotesoB/dt) = 0 la derivata temporale del fhes Q P
concatenato & nulla e la Legge di Faraday, appliaté Inez fLE@" ZOZI L, ELdl +I ., E tdl
chiusa L che contiene i punti P e Q, diventa: P Q

Ne consegue che la tensiong won dipende dalla particol Q Q
linea tra P e Q ma unicamente dai punti P e Qi¢& che i Lﬁmﬂ :J-LzEml =Veq
campo elettrico e conservativo). P P

Nessun sistema elettrico reale verifica esattamienijgotesi assunte per quello sopra descritto;
tali ipotesi sono pero soddisfatte con buona agomezione per molti sistemi reali, per descrivere i
guali si fa uso del modello “circuito elettrico astanti concentrate”. In particolare, per taliesst,
la circuitazione del campo elettrico lungo unadimbe congiunge due punti non € indipendente dal-
la linea scelta, ma la dipendenza risulta trasclerabtutti gli effetti pratici. In tal caso, invedi
parlare di “differenza di potenziale”, per indicdt@pprossimazione fatta, si preferisce parlare di
tensione tra i due pufiti

Nelle ipotesi fatte € quindi possibile dedurrdeigge di Kirchhoff delle Tensionidalla legge di
Faraday. Si consideri infatti sulla linea chiustess ai componenti una sequenza di punti (nodi) 1,
2, 3 e si suddivida I'integrale sulla curva chingdla somma sui tratti 12, 23 e 31.:

O Infatti se il campo elettrico & conservativo alar il gradiente di un potenziale scaldtez ~0¢. Per la tensione tra i
punti P e Q si ha quindiy = ¢p — o, Ovvero la tensione tra due punti & uguale afferdinza tra i valori del potenziale
scalarep nei due punti.
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O:§Eml:J%Eml+fEml+jEml:v12+v23+v31
1 2 3

Data I'arbitrarieta della linea e della suddivisosi puo quindi affermare che per una qualsiasi se-
guenza chiusa di nodi la somma delle tensionidppie ordinate di nodi successivi € nYlL&T).

Si consideri ora una superficie chiusa S qualsibsigiace nello spazio esterno
ai componenti, ad esempio quella che racchiudeosionN. Poiché per ipotesi ¢ JmdS=0
(oD/at) = 0 per la legge di Gauss la derivata tempattel& carica entro S e nulla e ° s
la legge di conservazione della carica forrféce

Da questa si deduce direttamelatéegge di Kirchhoff delle correnti. Si supponga, infatti, che
la superficie chiusa S intersechi le connessi@m()y 1, 2, 3 sulle sezionySS,, ed 3. Dato che per
ipotesi all'esterno delle connessioni la densitxatirente € nulla, I'integrale sulla superficie iS s
suddivide nella somma degli integrali sulle seziBni S, ed S e dunque, per definizione, alla
somma delle correnti che le attraversano.

0=§JhdS= [IMhdS+ [I0hdS+[I I dS=i, +i, +ig
s S S, S,

Data I'arbitrarieta di S si puo quindi affermaresgber ogni superficie chiusa che interseca unica-

mente le connessioni tra i componenti la sommabaicge delle correnti che attraversano la superfi-

cie e nulla (LKC). Si noti che il segno delle caoriee definito dalla concordanza del versoreor-

male alla superficie con il verso scelto per lereoti sui rami; dato che solitamente si considera i

versore esterno, si assumono positive le correatnti e negative quelle entranti in S.

ELETTRODINAMICA STAZIONARIA

Le condizioni che definiscono I'elettrodinamicazstaaria sond # 0 e la condizione di “staziona-
rieta” d/dt = 0. Pertanto le equazioni di Maxwell si possessere semplificate e disaccoppiate:

ifEm" =0 (EJ.1) SfH al =1 (BH.1)
355 (mdS=0 (EJ.2) 31[3 (ndS=0 (BH.2)
J=o(E+E) (EJ.3) B=uH (BH.3)

Il sistema (EJ) e finalizzato allo studio dei fenminglettrodinamici stazionari, ovvero alla determi-
nazione diJ assumendo noth;. Viceversa, il sistema (BH) e finalizzato allo ditudei fenomeni
magnetostatici, ovvero alla determinazioneBdassumendo notd Le equazioni (EJ.2) e (BH.2)
implicano che i tubi di flussd dei vettoriJ e B sono chiusi: a tali tubi viene dato il nome, rigipe
vamente, di “circuiti elettrici” e “circuiti magniet”.

© Questa relazione & ottenibile anche direttamesita Hegge di Ampeére, considerando la superficiesshS suddivisa
in due superfici Sed S con lo stesso contorro (sen & la normale esterna ad S,e8l S, i versi di percorrenza di
sono opposti per'Sed S). Applicando la Legge di Ampere ad & S gli integrali di circuitazione hanno segni oppo-
sti; sommando membro a membro le circuitazioniasicellano e la somma degli integrali suedl S della densita di
corrente si rappresenta come un solo integrala sufperficie chiusa S.

© Si ricordi che un tubo di flusso dié definito come I'unione delle linee di campahe intersecano una data superfi-
cie aperta. In particolare le linee che attraveysabordo di tale superficie definiscono la supzef laterale del tubo
(ovveroJ é tangente alla superficie laterale del tubo)filifa del tubo di flusso & dovuta alla possibilidgidentificarlo

a priori, sulla base della conoscenza della gedanettelle proprieta dei materiali. Si considefatti un conduttore fili-
forme in rame (o di materiale conduttore), immeirsaria (o isolato). La conducibilita del rame eltmanaggiore di
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Solitamente si considerano circuiti elettrici ‘fidrmi”, tali cioé che le dimensioni relative ad una
generica sezione trasversale ed il raggio di curaadella linea d’asse siano trascurabili rispeti®
dimensioni longitudinali, per i quali € lecito suppe uniforme la distribuzione di sulla sezione
trasversale S. Questo porta ad una semplice raekatia corrente i e modulo della densita di corren-
te: i =JS. La corrente i € costante su tutte seniasversali del circuito (per la LKC).

Integrando lungo il circuito in figura dalla sezén
1 alla sezione 2 (attraversando le sezioni A eaB) |
Legge di Ohm in forma locale + E; = J/o si ot-
tiene:

2 2 2 dl .
[ Ew@+| EimI:(JQJ;E = Vp+e=Ri

Questa relazione puo quindi essere rappresentata
tramite componenti circuitali. La grandezza R &

2
detta resistenza ed & definita dRa= Ioils
1

. . 1 /\+ 2

Se la sezione S e la conducibil#asono costan- — > O VAN—o

ti, si ottiene R =/0S , dovel e la lunghezza del + i € R -
circuito tra 1 e 2.

Vi

Se le sezioni 1 e 2 coincidong ¥ 0 e quindi per avere corrente non nulla neludioce necessario
che risulti diversa da zero la tensione imprésga quindi anch&;). SeE; = 0 si ha invecey = R
i, che prende il nome di Legge di Ohm.

Le considerazioni fatte sui tubi di flussoXd(circuiti elettrici) si possono ripetere pressoané
mutate anche per i tubi di flussoR®li(circuiti magnetici). Si consideri il circuito magtico sempli-
ce rappresentato in figura. Si supponga che il nad¢eferromagnetico dolce che compone il circui-
to abbia permeabilita magnetica molto maggioreugilg dell'aria circostantgu. >> |p). La sezio-
ne S del materiale sia uniforme. L’eccitazione femita da un avvolgimento formato da N spire
percorse dalla corrente i. A causa della permealglevata € possibile supporre che il campo di in-
duzione magnetica sia confinato quasi interameeitenateriale.

quella dell'aria ¢c, >> 04i9); inoltre si pud dimostrare che il campo elettrtengenziale alla superficie di interfaccia
rame/aria deve essere continuo. Quingdia}, = Ld0aia € dunque g, >> L. La corrente circola quindi essenzialmen-
te nel rame e si puo identificare il conduttore ddnbo di flusso diJ.

Per un tubo di flusso @ il ragionamento € del tutto analogo. Si consid#atti un nucleo toroidale in ferro (o di ma-
teriale ferromagnetico dolce), immerso in aria.deameabilita del ferro & molto maggiore di queltd’dria (Uge >>
Ho); inoltre si pud dimostrare che il campo magnetarggenziale alla superficie di interfaccia ferri@aleve essere con-
tinuo. Quindi By = Baid o € dunque B, >> By |l flusso magnetico & confinato quindi essenzalte nel ferro e si
puo identificare il nucleo toroidale con il tubofllisso diB.

® Spesso indicate come forze elettro-motrici (f.p.tthtermine & ingannevole in quanto, come ognitene, sono
misurate in volt [V].
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Il flusso magnetica attraverso una superficie S e
definito da: = [BMdS. L'unita di misura S| del m

flusso magnetico e il Weber [Wb]. i
Grazie alla solenoidalita del campo di induzione e > —>

supponendo che esso sia confinato quasi interamente T~ N s |

nel ferro, il flussap & costante attraverso una qualsiasi F—

sezione trasversale del nucleo. Dato che la seaone

costante (escludendo i vertici) € lecito assumbedBc

sia uniforme sulla sezione. Questo porta alla seepl

relazionep = BS.

Si definisce ora léorza magnetomotricd.m.m. o amperspire) relativa ad una qualsiasidichiusa
C concatenata con le N spire di eccitazione chei@lnterno del materiale magnetico come la
corrente totale che si concatena con tale lineaNH. Per la legge di Ampere si ha quindi:

F=§H =§C%ml =3€C(Bs)ﬂ= o X =of L=z

WS © pS  cus

La relazione lineare tra f.m.m. e flusso magnetippena ottenuta (F 2 ¢) € dettaLegge di Ho-
pkinson e rappresenta l'analogo della legge di Ohm pecuit magnetici. La supposizione che il
campo di induzione magnetica sia confinato quasramente nel materiale permette di effettuare
tutti i passaggi eccetto il primo per cui si € ddegata I'equazione di legame materiale lindare

pH. La grandezz#& che compare é dettduttanzadel circuito ed e definita de& = §Ci|8
v

L'unita di misura Sl della riluttanza & H(ossia I'inverso dell’Henry). Nel caso consideratocui
la sezione S e uniforme e la permeabilitd costante, la riluttanza si puo scrivere ca@melJ/uS,
dovelge rappresenta la lunghezza della linea d’asse ddéou

3. INDUTTORE REALE

Si consideri nuovamente il dispositivo rappresentatfigura. Si supponga che il materiale fer-
romagnetico che compone il circuito magnetico alpgianeabilita molto maggiore di quella dell'a-
ria circostantepse >> Hg). Si suppone che la seziong 8el nucleo magnetico sia uniforme e la li-
nea d’asse del nucleo magnetico abbia lunghezZddccitazione sia fornita da un avvolgimento in
rame (conducibiliteoc,) formato da N spire (reciprocamente isolate) peealalla corrente i. Si
suppone che la seziong Slell’avvolgimento sia uniforme e la linea d’assdl’dvvolgimento ab-
bia lunghezzad,.

Si vuole determinare la caratteristica tensione- —— "
corrente del dispositivo, in modo da poterlo rappre
sentare tramite uno schema circuitale. A tal fine s A
consideri la legge di Faraday applicata alla linea
chiusa costituita dalla linea d’'asse dell'avvolgntee Va
(da A a B, all'interno del’avvolgimento) unita adai

linea che collega B ad A all’'esterno del componente —
Si ha quindi:

B A
jEml +jEm|:—
A B

)

do,
dt

—— —
nellavvolgimento all'esterno
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Nel primo dei due integrali il campo elettrico dura
tato sulla linea d’asse dell'avvolgimento (cioé ne B
rame), per cui vale la legge di Ohm in forma lodale T =

= Joc,. Se si assume filiforme I'avvolgimento si ha
inoltre J = i/Q,. Pertanto:

dove si & posto R =¥(0cuScy). Il secondo integrale
nella (6.1) e all’esterno del componente (doveupt s
pongono valide le condizioni per il passaggio dalla
teoria dei campi alla teoria dei circuiti) e dunque
sulta:

A
J'EEHI =Vga = Vg
B

do do
dt dt
Questa relazione, pur contenendo la corrente tenlsione xg, non € ancora la caratteristica cerca-

ta. Infatti il flusso concatenatd. non & una variabile circuitale.
SREEE =

C

Sostituendo si ha quindi: Ri-vy=——"—""7% = Vv, =Ri+

Per esprimer@®. in funzione della corrente si noti che, per:
definizione, il campo di induzione andrebbe intéysulla
superficie aperta avente come bordo la linea ctiefiaita !
in figura. Tuttavia € usuale approssimare 'avvolgnto
.
.
.

come N spire chiuse, Quindi si ha:

® ONe i ley
Dalla legge di Hopkinson applicata al circuito meiiro (trascurando I'effetto delle correnti paras-
site) si ottiene peraltro: Ni @ ¢, dove la riluttanza e definita da& = Ird(UreSee), € dunque risulta:

®. ONg= N?i/2=Li

dove L = N/2 = NupeSed/l re (induttanza. i
Sostituendo si ottiene infine: Vag ZRI+ La

Pertanto il dispositivo, qualora l'intensita dedtarente che lo percorre non sia troppo elevata (in
modo da poter trascurare la saturazione del metdeaomagnetico), puo essere modellato come
un resistore ed un induttore collegati in serial(Vigura).

Il bilancio di potenza si ottiene moltiplicando(&3) per la corrente i:
. L, d(1,. A
Vel =Ri%+—| ZLi?
AB dt[Z j

Quindi la potenza elettrica assorbita dall'indtogale (¥gi, versi as-
sociati con la convenzione da utilizzatore), vienparte trasformata in
energia termica per effetto Joule YRéd in parte immagazzinata nel
campo magnetico presente all'interno del nuclemreagnetico (L72).
Tale energia viene chiamata energia magnetica irapzagata nell'in-
duttore.

Il modello circuitale RL dell'induttore reale & attabile se e utiliz-

VaB
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zato in un circuito funzionante alle basse freqee(izferiori a qualche A —
kHz). Allaumentare della frequenza, tuttavia, diteesempre piu signi- [
ficativa anche la densita di corrente di spostam@id/ot), che e stata

trascurata nello scrivere la legge di Hopkinsomn.tBeerne conto, si in- R

serisce quindi in parallelo alla serie RL un cors#are parassita,C —_
(puo essere presente in parallelo anche un resiBpr Trascurando la Vas G
resistenza R, si puo individuare una pulsazion@mli)risonanza il cui L

valore risultaiun =1M(LCy). A pulsazioni superiori a quella di risonan-
za ha il sopravvento la capacita parassita ednipamente assume un
comportamento ohmico-capacitivo. .

PERDITE NEL FERRO

Le perdite (con questo termine si intende la pa&egiettrica trasformata in potenza termica du-
rante ogni variazione di stato di un sistema algtignetico) nei materiali ferromagnetici dolci sog-
getti ad un campo di induzione variabile nel ter{fgmcamente alternato) si dividono in perdite per
correnti parassite (o di Focault) e perdite peresi.

Le perdite per correnti parassite sono dovute al fatto 5
che, con I'eccezione delle ferriti, i materialir@magneti- S
ci sono anche conduttori. Per la legge di Faradefjus- B
SO0 magnetico variabile nel tempo causa un camptiele
co indotto. Se il materiale € conduttore, per ggéedi /
Ohm (in forma locale) al campo elettrico & assaciata J

densita di corrente. Tale corrente e detta paeassit
guanto dannosa per due motivi: genera un campo enagn
tico di reazione che si oppone al campo magnetico f
zante, ed € inevitabilmente associata a perditeqmeiu-
zione.

La determinazione analitica della densita di cdeen
parassita € possibile solo per geometrie molto Eeimp
E’ tuttavia possibile tramite un’analisi qualitaivdeter-
minare la dipendenza della densita di correntesgéea(e
delle perdite) dai dati del problema. Si consideriale
scopo un lamierino di materiale ferromagnetico dalc
spessoré®d immerso in un campo di induzione magnetica
uniforme, variabile nel tempo con legge sinusoidale valore efficace B e frequenza f. Dalla legge
di Faraday si ottiene, integrando sul perimetréadstzione (2L +& E = wB Ld, dove E ¢ il valore
efficace del campo elettrico sinusoidale indottaved 21f. Sed << L, si ottiene quindi E «Bd/2.

La densita di corrente parassita sara quindi assh’sinusoidale e di valore efficace pari acE=
cmBd/2. Alla densita di corrente J corrisponde una if&ms potenza dissipatd/d = cw’B%d%/4 (in
W/m?®). Dividendo per la densita di massa del matesalettiene la potenza dissipata per correnti
parassite per unita di massg B ke, f° 5° (Bum)® in [W/kg]. Si deduce immediatamente che per ri-
durre le perdite per correnti parassite convieilzzdare lamiere sottili. Infatti tutti i circuitmagne-
tici presenti nei dispositivi in AC (nuclei dei sfarmatori, statori e rotori di macchine rotanohe
realizzati non come blocchi massicci ma sovrappdodamierini isolati. L’isolamento €& ottenuto
con carte impregnate, vernici o film di ossidi bcsiti. La scelta dello spessore utilizzato dipende
dal compromesso tra perdite accettabili e semalwiistruttiva; di solit® e dell'ordine dei decimi

di mm (0.3-0.5 mm).

Lamierino soggetto
al campo alternato B e
distribuzione delle I[i-
nee di corrente paras-
sita J
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Le perdite per isteresisono legate alla irreversibilita del ciclo di igsi. Infatti si pud dimostra-
re che l'area del ciclo di isteresiwappresenta la densita di energia dissipata ntdriake ferro-
magnetico in un ciclo.

A tal fine e sufficiente calcolare la potenza meakaor-

bita dall'induttore reale durante un ciclo, suppmh® p zlr vidt=f jidq; =f INi do
nulle le altre fonti di perdite (resistenza nulla™ T e 18
dell’avvolgimento e correnti parassite nel ferreeati):

Supponendo uniformi i campi nel nucleo ferromageti
Ni = Hre Ire (dalla legge di Ampere) @ = BreSee Detto P =f _

\ i .  =f T ¢H dB. = T, W,
tre = IreSre il VOlume del materiale ferromagnetico, la ™ Fe§ Fe e Fe ot
potenza media assorbita € quindi:

dove wg € I'area del ciclo di isteresi (che quindi rapers la densita di energia dissipata per iste-
resi in un ciclo, misurata in [joule/cidia’]). Solitamente si suppone una relazione di prapogi-

ta tra I'area del ciclo di isteresigve una potenza del massimo del campo di induzignec@n un
esponente compreso tra 1.6 e 2 (formula di StemmBtvidendo per il volume e la densita di mas-
sa del ferro si ottiene la potenza dissipata perdsi per unita di massajsP= kit f (Bm)*® in
[W/kg].

Concludendo, le perdite nei circuiti magnetici (¢enzionalmente dettgerdite nel ferro) per
isteresi e per correnti parassite dipendono ddllimone massimayg dalla frequenz dallo spes-
sored e dalla qualita dei lamierini secondo la relazi@es kst f (Bw)"% + kep f° 8% (Bu)>. Taleci-
fra di perdita C, tiene conto delle perdite nel ferro per unita dissa come somma di quelle per
isteresi e di quelle per correnti parassite. | tciehti kis; e k;, dipendono dal materiale e dal tipo di
lamierino (in particolare dalle lavorazioni mecadr@ che ha subito), oltre che dall’unita di misura
delle varie grandezze.

4. CONDENSATORE REALE

Si consideri il dispositivo rappresentato in figurastituito da due lamine in materiale condutto-
re (armature) che per semplicita si suppongonoep@aparallele, tra cui € interposto un materiale
dielettrico con costante dielettrieae conducibilitao. Le armature siano collegate ai terminali A e B
tramite connessioni ideali. Si suppone che le arreatiano separate dalla distahzache la sezio-
ne trasversale S del materiale dielettrico siaaume. Il dispositivo sia immerso in aria.

Si vuole determinare la caratteristica tensioneerte del dispositivo, in modo da poterlo rap-
presentare tramite un circuito. A tal fine si caolesi la relazione ottenibile dalla legge di conserv
zione della carica e dalla legge di Gallss

§>(J + a—Dj [h dS=0

5. ot

dove la superficie chiusa.  rappresentata in figura. La superficie S
e chiaramente suddivisibile in tre parti: la sujp#fS tra le armature,

I'intersezione con la connessione filiforme (pesaodalla corrente i) e

la parte di superficie che si sviluppa in ariaécal’esterno del com-

ponente (dove si suppongono valide le condizionilggassaggio dal- :
la teoria dei campi alla teoria dei circuiti). S

Si ha quindi, supponendo i campi E, D e J unifdraie armature: S

P 00

©) Sj puo ottenere anche direttamente dalla Leggergiére, considerando una superficie chiusa comieelidh una su-
perficie aperta il cui contorno tenda a un punto.
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D
ot
Nel primo dei due integrali J € valutata all'intertiel materiale tra le armature, per cui vale ¢mée

di Ohm in forma locale J gE. Inoltre, ammesso ch@g/at) sia nullo, e s¢ é sufficientemente pic-
colo, la relazione tra tensione e campo elettriepgrossimabile comey = H.

—i+£st+£a—ds:o - —i+J;JdS+%J;DdS:O

Pertan.to\: IJ dS= joE dS= J'o Ve 4= Vag jg dS= GV,
dove si e posto G eS/ (conduttanza S S < | < |

Inoltre, utilizzando la relazione di legame _ — (o Vas - € e
i ) DdS= | eEdS= |e—£2dS= —ds=C
materiale, si ha: i is J;S I Ve i I Vae

dove si € posto C S/ (capacitd.

-G i C d
Sostituendo si ha quindi: 1= 0Vas o Ve

Quindi, purché la tensione non sia troppo eleviatanpdo da poter escludere la scarica nel materia-
le dielettrico), il dispositivo puo essere modalabme un resistore ed un condensatore collegati in
parallelo (vedi figura). Il bilancio di potenzadattiene moltiplicando per la tensiongsv

Vsl = GVag +%[%Cvf\5j A

[
>

®

Quindi la potenza elettrica assorbita dal condensateale

(vagi, versi associati con la convenzione da utilizesXovie- Vag G —_
ne in parte trasformata in energia termica §yed in parte C
immagazzinata nel campo elettrico presente trarreatre
(Cvas®/2). Tale energia viene chiamata energia elettiiosta B
immagazzinata nel condensatore.

[ ]

Il modello circuitale del condensatore reale mastia figura e accet- 5
tabile se é utilizzato in un circuito funzionantée @asse frequenze
(inferiori a qualche kHz). Allaumentare della fregpza, tuttavia, di-
venta sempre piu significativa anche é8/0t). Per tenerne conto, Si
inserisce quindi in serie al parallelo G-C un indrg parassita . Vas
(pud essere presente in serie anche un resistprd @scurando la
conduttanza G, si puo individuare una pulsaziongsdnanza il cui
valore risulta:ay =1~N(LC). A pulsazioni superiori a quella di riso-
nanza ha il sopravvento I'induttanza parassitd edmponente assu-

me un comportamento ohmico-induttivo. B

5.LIMITI DI VALIDITA DEI CIRCUITI A COSTANTI CONCENTRATE

| circuiti a costanti concentrate sono costitudll'thterconnessione di componenti ideali, definiti
dalle loro caratteristiche tensione-corrente. Ggrmponente ideale rappresenta un solo effetto do-
minante, concentrato tipicamente in un solo pareonéd esempio, nel resistore ideale si considera
solo la relazione fra densita di corrente e caniptirieo (trascurando la corrente di spostamento e
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le tensioni indott®); nel condensatore ideale si considera solo kzimhe fra campo elettrico e
corrente di spostamento; nell'induttore idealeosistderano solo le tensioni autoindotte. Per model-
lare gli elementi reali si possono usare modelli gomplessi, ottenuti pero collegando elementi i-
deali. | vari componenti nel circuito interagiscdna loro solo in termini di tensioni e correntip€
soltanto attraverso connessioni ideali, nel semsmmduttori perfettamente equipotenziali. Nei cir-
cuiti a costanti concentrate € quindi assente ofgnimento alle dimensioni del dispositivo studiat
ed il loro comportamento é descrivibile tramite &zjoni differenziali ordinarie. Negli circuiti a €o
stanti distribuite, invece, non e possibile traaceile dimensioni e dunque sono descritti da equa-
zioni differenziali alle derivate parziali (per tanconto delle dipendenze spaziali, oltre che tempo
rali, delle grandezze elettriche). La causa € lacia finita di propagazione del campo elettroma-
gnetico: la velocita della luce.

Una immediata verifica per determinare se un siagtésico reale possa essere modellato come
un circuito elettrico a costanti concentrate (detta velocita della luce nel vuoto,x<310® m/s), si
puo effettuare tramite le condizioni (equivalend foro):

"Le dimensioni della regione di interesse sonoisigffitemente piccole

L << C Tmin. "
MAX min da potere essere trascurate

€ >>fyax Lmax "La velocita di propagazione del fenomeno elettignetico € infinita”

"E nullo il tempo di propagazione del campo elettagnetico

<< Ty . e
Luax /€ << Tin da un punto all'altro della regione di interesse”

dove Luax € la dimensione massima del sistema che si intstudigare e le grandezfgax € Tmin
(Tmin =1/ fuax) SONO, rispettivamente, la frequenza massima pdribdo temporale minimo che si
considerano. La verifica di una di queste condiziinvalidita, rappresenta solo una primo test
sull’applicabilita della teoria dei circuiti a casiti concentrate nella descrizione di un sisterakere
ogni singolo problema, necessita in realta di undie specifico. Si considerino ora i seguenti tre
esempi:

Esempio.1.Circuito su chip lungo 1 mm; la durata minima disegnale di interesse sia 0.1 ns
(1 ns = 10° s). La condizione di validita & verificata, infattyax /c = 3.3x 10 s << 10'%s =
Tmin. Quindi il circuito puo essere ritenuto a costaotcentrate.

Esempio.2.Circuito audio alla frequenza di 25 kHz. La condi@ di validita € verificata se
Lvax << c/fuax = 12 km. Cosi, persino se il circuito avesse ueiesione di qualche centinaio di
metri, €SS0 puo essere ritenuto a costanti coratentr

Esempio.3.Circuito per Telecomunicazioni alla frequenza d&Hz. La condizione di validita e
verificata se lax << c/fyax = 0.3 m. Assumendo che il simbolo di "molto mirnaraplichi, come
e usuale, una riduzione di almeno due o tre odligrandezza, la dimensione massima del circuito
che e possibile studiare con il modello a costamicentrate € di circa830.3 mm.

Nonostante tutto, a causa della sua sempliciteoglasteoria dei circuiti a costanti concentrate
viene spesso utilizzata anche per dispositivi cgbkaro le condizioni poste sopra, come ad esempio
le linee di trasmissione. In tal caso un modo gudlesper ridurre gli errori di modellazione e dieid
re la linea in tratti sufficientemente brevi dagrasoddisfare la condizione di validita di validsa

® Spesso indicate come forze elettro-motrici (f.p.ithtermine & ingannevole in quanto, come ognitene, sono mi-
surate in volt [V].
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ogni tratto. In questo modo € possibile ottenera warsione “discretizzata” della linea che rientra
nell’ambito dei circuiti a costanti concentrate. t8#avia si considera ogni tratto come tendente ad
una lunghezza nulla si ottiene dal passaggio atdinkelle LK un modello differente, che prende il
nome di circuito a costanti distribuite, in quamasso compaiono le proprieta (resistenza longitu-
dinale, induttanza, capacita e conduttanza trasMgrper unita di lunghezza della linea. Le equa-
zioni del modello contengono le derivate parziaBgetto al tempo ad alla lunghezza della linea)
della tensione e della corrente su ogni sezionka dieka e, per essere risolte, necessitano di una
condizione iniziale (come per le equazioni di staiacui sono una generalizzazione) e di condizio-
ni al contorno che specifichino a cosa € colletmtmea alle estremita. La soluzione esatta eéiposs
bile per le linee lineari, cioé a parametri costant
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