L A TRASFORMATA DI L APLACE E LA SUA APPLICAZIONE Al CIRCUITI LINEARI CON MEMORIA
1. DEFINIZIONE E PROPRIETA
La trasformata di Laplace di una funzione f(t) &rd&a dalla seguente relazione:

Fig)=<[f 0] =] "t(f)edt (L)

dove F(s) é detta trasformata di Laplace dellaibmezf(t), s € una variabile complessa detta pulsa-
zione complessa ed indica I'operatore di Laplace che permette di pessla f(t) ad F(s). La rela-
zione tra una funzione f(t) e la sua trasformat E(biunivoca se ci si limita alla classe delle-fu
zioni nulle per t <0. Le condizioni sufficieftiaffinché una funzione sia trasformabile secondo La
place sono che essa sia: 1) continua a trattii @dine esponenziale, cioft)l <Ae™, Ot > 0 con

A e a costanti.

Alcune proprieta della trasformata di Laplace soias- Tabella 1. — Operazioni compatibili
sunte nella Tabella 1. Tali proprietd, che possesgere fa- con la trasformata di Laplace
cilmente verificate applicando la definizione (fErmettono f(t) F(s)

di trasformare equazioni (o sistemi di equazioifiecenziali

lineari nel dominio del tempo in equazioni (o sisteli equa- fa(t) + f2(t) Fi(s) + R(s)
zioni) algebriche nel dominio della pulsazione ctespa, Kk f(t) k F(s)
consentendone una piu agevole soluzione. Risolvémadn q

quazioni trasformate si determinano le soluzioasfiormate —f(t) s F(s)-f(0)
nel dominio della pulsazione complessa. Per detemraile t dt

soluzioni nel dominio del tempo basta anti-trastaren Al- [ f(t-t)g(t)at F(s) G(s)
cune trasformate di Laplace per funzioni elemensamo

riassunte nella Tabella 2. 0 0

L'operazione di anti-trasformazione, indicata con Tabella 2. - Trasformate di Laplace
il simbolo.Z [F(s)], consiste nel determinare, a par- di funzioni elementalf?
tire da una funzione F(s), la funzione f(t) la ta- f(t) F(s)
sformata di Laplace e F(s). Esiste un integrale-di
versione, ma la sua applicazione coinvolge cono- 5(t) 1
scenze nel campo della teoria delle funzioni diavar u(t) 1/s
bile complessa che esulano dagli scopi della teoria  t" u(t) ny/s™
dei circuiti. Infatti, grazie alla biunivocita delltra- e u(t) 1/(s + a)
sformata e possibile utilizzare le corrispondenze m  sen¢at) u(t) W/(s? + o)
strate in Tabella 2 sia per trasformare (da smmistr ’
verso destra) sia per anti-trasformare (da destrsov ~ €0S() u(t) s/($ + o)
sinistra). Questo comporta tuttavia che, data una f (s+ d send +w cog
zione F(s) da anti-trasformare, & necessario scompe® senfut +¢) u(t) 2 2
la nella somma di termini elementari riconducikili (s+3" +w
cas_i riportati ir_1 Tabella 2_. Quind_i iI_probIema idel (s+ a)cosq) —w sem
antitrasformazione consiste principalmente nellg® cos(ut +) u(t) > >
scomposizione in parti tabulate. (s+3"+w

) Esistono effettivamente funzioni trasformabili a@n sono di ordine esponenziale. Ad esempio laifume 14/t non
e di ordine esponenziale (in quanto diverge nedjiloe) ma & Laplace - trasformabile, con trasfoawét/s).

© ytilizzando la trasformata di Laplace risultandi l& funzione a gradino unitaria u(t) (di Heawds) e I'impulso uni-
tario &(t) (delta di Dirac). La funzione a gradino uniteé definita da u(t) = 0, se t <0 ed u(t) = 1t 3@ ed. L'impulso

unitario & definibile com(t) = lim u(t - A)u(A - H/2A. Si noti che j_*‘”a(t)dt =1, da cui il nome di impulso unitario.

E’ chiaro che la delta non & una funzione nel sarss@le (& infinita nell’'origine e zero altrove)ere utilizzata per
rappresentare approssimativamente fenomeni coiehifalti e localizzati) di alcune funzioni o diiscontinuita.
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In particolare, se ci si limita allo studio di aiit a costanti concentrate lineari e tempo invaria
ti, si hanno da anti-trasformare solo funzioni oazli a coefficienti reali. Questa constatazione
semplifica notevolmente il problema in quanto ofimzione razionale pud essere univocamente
scomposta in fratti semplici. Posto F(s) =N(s)/Dfve N(s) e D(s) sono polinomi in s a coeffi-
cienti reali ed il grado di D & maggiore di quetflioN, le soluzioni dell'equazione D(s) = 0 (si noti
che tali soluzioni possono essere solo reali o ¢essp coniugate e in numero pari al grado di D)
indicate con psono dette poli della funzione F. Se tutti i g@ino semplici (D = 0, D'(p) # 0,),
la scomposizione in fratti semplici & datd’ta

F(s)= N(s) :Z”: Ki

D(S) iz ST

Una volta determinata la scomposizione, I'antifoesata di F € immediatamente deducibile. Ad
esempio, se tutti i poli sono semplici, I'anti-fi@snata € esprimibile nel modo seguente:

f(t):[l[p(s)]:i[{ k }:gkie"‘tu(t)

i1 S—h

Si consideri, ad esempio, il circuito in figurache € un circuito del 1° ordi- ~t
ne, cioé un circuito caratterizzato da un’equazidifferenziale del primo ordine ——— ¢
(cioé contenente un solo elemento con memoriag §ia visto come ottenere T R
'equazione di stato e la condizione iniziale. 1i

L'andamento temporale della corrente i(t) vieneackito, seguendo il meto-
do della trasformata di Laplace, applicando laftrasata all’equazione differen- +
ziale, risolvendo I'equazione algebrica cosi ottarad anti-trasformando. <>

di . _
La+R|_Eu(t)

Ls0(s)-Li(0") +R0O(s) = @) -

»|m

i0)=0
Figural Circuito RL

L'equazione per la variabile trasformata I(s) eshlica e pud essere risolta esplicitamente:

w@:gg—sjf - i(t)=§(u(t)—e‘f‘u(t)j:g[l—e‘f‘]u(t) @

Ovviamente la (3) coincide con la soluzione gi@mita risolvendo I'equazione di stato per t > Odwhinio del tem-
po.

Si vuole ora studiare I'evoluzione nel tempo deitgiabili di stato ) t=0
nel circuito del secondo ordine rappresentatogarfi 2. Si & gia visto

come ottenere I'equazione di stato e le condizioiziali. Supponendo, T
ad esempio, che i dati del problema siano=H10V, R =0.5Q, R, = § R, R, R;
0.5Q, R3=5Q, C =200uF , L =3 mH, si ottiene: _ _
Ic I
WNe _ _5pgiv, 1)+ 2500%, (t)- 5500° +
dt El —| C +
%L =-166010°v,(t)- 17500°%  (t)+1826010°  (4) C) Ve 7T L SHw
ve(0)=-1100? -
i (0)=0 Figura 2

© Se N e D sono polinomi in s, & usuale rappreseri@rfunzione razionale F in termini di poli (lelsdoni
dell’equazione D(s) = 0) e di zeri (le soluzionil@gguazione N(s) = 0) dato che la conoscenza gmkizione di poli e
zeri equivale a conoscere F (a meno di un fattoszala moltiplicativo). Poli e zeri sono usualneerappresentati sul

piano complesso utilizzando i simbok™e “o”, rispettivamente.
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Applicando la trasformata di Laplace al sistemadi4g@quazioni differenziali lineari del primo ordira coefficienti co-
stanti (valido per t > 0), si ottiene:

sVC(S)—vC(O) = —5|1§VC(S)+ 2510° L(S)_ 5500°

sl, (9)-i, (0) = - 166MCPV,(s)- 1.75E103|L(s)+@ "
ve(0)=-1100?

i, (0)=0

55010

[s+500° v, - 2500°1, =-11010% -
(6)

(s+17500°), +166020°V,, = 182600°

Risolvendo questo sistema lineare si ottengonedeenti espressioni esplicite pgs) e (s):

_ 365M0's+1.826M10° 20, 326 126
IL() [ + +

s) = e
s + 675010°s+ 91610°) s  s+1883 sS+4866 @)

_116°+ 742010°s+ 91701¢° __100_ 1631 631

Vels)= 9+ 67500°s+ 9160C°) s s+1883 s+4866

La soluzione nel dominio del tempo del sistemas{4}ttiene pertanto anti-trasformando le (7):

{i (1) = (20+32 6% +12 6200 ) () @)

ve(t) = (-100-16317%% + 6316 ) u(t)
Il risultato ottenuto coincide ovviamente con ldugmne diretta del sistema (4).

In generale, la soluzione tramite trasformata glaee delle equazioni di stato procede sempre
nel modo seguente:
dx
— =|A|X+Dblt
g A (9, Al X+ B 9)
x(0)=x,

E quindi nel dominio della pulsazione complessattstne:

X(s)=~(A]-<l1]) "x, - (A]-<1))"B(s) (10)

La scomposizione in fratti semplici di ([A] §1]) puod essere effettuata per ispezione o tramite la
determinazione degli autovalori e degli autovettdella matrice di stato [A]. Come noto
'equazione caratteristiodei{[A] — A[1]) = O permette di determinare gli autovalori (¢@hsi € in-
dicata la matrice identita). Dato che [A] € unancatreale, 'equazione caratteristica € un polino-
mio a coefficienti reali di grado pari all’'ordin@ldsistema. Gli zeri del polinomidy, con k intero
definito da 1 a N, dove N e l'ordine del circuitevero la dimensione della matrice di stato) sono
pertanto reali o complessi coniugati Ammesso pempdieita che gli autovalori siano distinti, I'au-
tovettoreuy della matrice di stato si determina risolvendsistema lineare ([A} A 1]) u = 0. De-
finendo la matrice [U] =y, ..., Uk, ..., UN], l€ cui colonne sono gli autovettori, e la marja] =
diag{A1, ..., Ak ...,An} nulla ovunque tranne che sulla diagonale cheieastgli autovalori, si pos-
sono rappresentare le N relazioni [&] = A« Ux, come una sola relazione: [A][U] = [UY]. Si ha
quindi:

([A] - 1)) = [U] ([A] - S1D[U] ™ = [U] (diagfA1 = s, ... Ak =S, ... An = SP[U] ™
Da cui: ([A]- 1)) = [U] (diag{l/(\1 = S), ..., LKk = S), ..., 1/kn — S)P[U]
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Edunque <7 (A] - 1])}]=-[U] (diag{e, ..., &4, ..., &' H[U] * = - [u] M [U]?
dove si & postd: ' = diag{d"’, ..., &, ..., &' }. Infine anti-trasformando la (10) si ha:
x(t) = (UM U], + [ [Vl U] o (¢ ot (11)

Dove per il secondo termine si e utilizzata la pietp dell’ “integrale di convoluzione” (vedi ulti-
ma riga della Tabella 1). La (11) & la soluzionkedequazioni di stato nel dominio del terfipo

2.METODO SIMBOLICO E COMPONENTI

Procedendo come finora descritto si lavora nel damilel tempo finché non si arriva alla de-
terminazione del sistema di equazioni di statqufi tuttavia effettuare I'analisi di un circuitod-
are procedendo sin dall'inizio nel dominio delldgazione complessa (o dominio di Laplace). Que-
sto e possibile perché il sistema risolvente set utilizzando le Leggi di Kirchhoff e le relanio
costitutive degli elementi che, essendo linearsspmo essere trasformate secondo Laplace.

Dominio del tempo Dominio di Laplace
LKC Yi(t)=0 31,(s)=0
r(RAMI) r(RAMI)
LKT v, (t)=0 >V, (s)=0
r(RAMI) r(RAMI)

Le leggi di Kirchhoff vengono rispettate anche éajtandezze circuitali trasformate. Di conse-
guenza é possibile applicare la trasformata did@pHbirettamente a livello di circuito. Le reladion
costitutive dei componenti lineari vengono trasfatenin relazioni algebriche tra le grandezze tra-
sformate secondo il seguente schema (i componentlineari non possono invece essere trasfor-
mati nel dominio di Laplace). | corrispondenti ekamti nel dominio di Laplace non hanno significa-
to fisico, poiché sono interessati da grandezzafdmaate. | loro parametri tipici conservano le di-
mensioni originarie, ma vengono nominati diversam@eqyer ricordare che sono riferiti al dominio
trasformato. In generale si parla di impedenza doai considera una quantita a dimensione Ohm
[Q] e di ammettenza quando si considera una quarditaensione Siemens].S

Generatore di tensione

Il generatore indipendente di tensione ha in gé@enaa tensione impressgte dipendente dal
tempo. Nel dominio di Laplace si utilizza lo stessmbolo usato nel dominio del tempo, in cui so-
no indicati direttamente le trasformate della tensidi ramo, della corrente di ramo e della teresion
impressa E(s). Il terminale contrassegnato dal segno + inditerminale positivo della tensione
impressa.

Dominio del tempo Dominio di Laplace
t
F % _ PN,
v(t) V(s)

() (b)
Figura 3 Generatore di tensione indipendeni&) nel dominio del tempo, (b) nel dominio di Lagga

® i noti che B = diag{1, .., 1, .., 1} =[1] e chrz\]ld-te[ﬂlt = diagh €. A @ ... Ay = [A] e
™ La verifica & immediatax(t) = [U]AJe" U] x, +.[;[U][/\]e["](t“')[U]'lb(t’)dt' +[u]ere[u]™b(t) =
= [AJule" U] x, + [/ [AT Ul [u] b(t )t +b(t) = [Alx(t) +b(t). Inoitre x(0) = [UJe"°[U] X, =X,
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Con riferimento ai versi tivi delle grandezze indicati ne
figura 3.a, la caratteristica del generatore dsitame indipen- v(t) =—¢ey (1) (12)
dente nel dominio del tempo € la seguente:

Utilizzando la trasformata di Laplace, la carattiéca del gene-
ratore di tensione indgmdente nel dominio di Laplace € qu V(s) =- Eys) (13)
la seguente:

Si noti che la (13) € ottenibile direttamente datwito 3.b, utilizzando le solite convenzioni sui
versi di riferimento. Anche per i generatori di $@me pilotati lineari (GTPT e GTPC) si procede
allo stesso modo: nel dominio di Laplace si utdize stesso simbolo e tutte le variabili circuitali
sono sostituite dalle rispettive trasformate.

Generatore di corrente

Dominio del tempo Dominio di Laplace
i(t) @ ig () I(s) 1, (s)
+ _ Ty > ( | ) _
v(t) V(s)

@ (b)

Figura 4 Generatore di corrente indipendente) fal dominio del tempo, (b) nel dominio di Laplace

Il generatore indipendente di corrente ha in gdaeraa corrente impressgt) dipendente dal tem-
po. Nel dominio di Laplace si utilizza lo stessmisolo usato nel dominio del tempo, in cui sono
indicati direttamente le trasformate della tensidneamo, della corrente di ramo e della corrente
impressad (s). La freccia indica il verso positivo della marte impressa.

Con riferimento ai versi positivi delle grandezznelicati nell
figura 4.a, la caratteristica del generatore drextte indipenden- i(t) = ig(t) (24)
te nel dominio del tempo e la seguente:

Utilizzando la trasformata di Laplace, la caratiéca del gene-
ratore di corrente indipendente nel dominio di laapl &€ quinc I(S) = Iy(S) (15)
la seguente:

Si noti che la (15) € ottenibile direttamente detwito 4.b, utilizzando le solite convenzioni sui
versi di riferimento. Anche per i generatori di remte pilotati lineari (GCPT e GCPC) si procede
allo stesso modo: nel dominio di Laplace si utdiza stesso simbolo e tutte le variabili circuitali
sono sostituite dalle rispettive trasformate.

Trasformatore ideale

Il trasformatore ideal@ definito nel dominio del tempo dalle  Vvi(t) = K v(t) (16.a)
seguenti relazioni lineari: io(t) == Kiy(t) (16.b)
Utilizzando la trasformata di Laplace, le (16)raistormano nel V1(s) = K Vy(s) (17.a)
dominio di Laplace come segue: I2(S) == K 11(S) (17.b)

Come per i generatori, nel dominio di Laplace shtiegme o stesso simbolo e tutte le variabili
circuitali sono sostituite dalle rispettive trasfate.

Resistore
Il resistore lineare ha come caratteristica nel idadel tempo:
v(t) =R i(t) [oppure i(t) = G v(t), dove G =1/R] (18)
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Utilizzando la trasformata di Laplace, le (18)rasformano nel dominio di Laplace come segue:
V(s) =R I(s) [oppure I(s) = G V(s), dove G =1/R] (19)
Nel dominio di Laplace il resistore si indica comefigura 5.b, specificando il valore di resi-
stenza (o di conduttanza), e sostituendo le vdir@bsuitali con le rispettive trasformate.

Dominio del tempo Dominio di Laplace

R I(s) R

'_i(t)’_\/W\F—'
N - —

v(t) V(s)
(a) (b)
Figura 5 Resistore lineare: (a) nel dominio ¢einpo, (b) nel dominio di Laplace.

Induttore

L'induttore lineare ha come caratteristica nel duimiel tempo: v(t) = L%i(t) (20)

Utilizzando la trasformata di Laplace, la (20)rasforma nel dominio di Laplace come segue:
V(s) =sL I(s) — L i(0) [oppure I(s) = V(s)/(sL)HO)/s]  (21)

Nel dominio di Laplace il circuito equivalente deltluttore si indica come in figura 6.b, specifi-
cando il valore di impedenza sL e la tensione isgaiei(0), e sostituendo le variabili circuitalinco
le rispettive trasformate.

Dominio del tempo Dominio di Laplace
L sL L i(0
i(t) I(s) ©)
A —1 &
+ - + -
v(t) V(s)
@ (b)
Figura 6 Induttore lineare: (a) nel dominio deimpo, (b) nel dominio di Laplace.
Condensatore
. . . . d
Il condensatore lineare ha come caratteristicalogdinio del tempo:  i(t)= C—v(t) (22)

dt
Utilizzando la trasformata di Laplace, la (22)rasforma nel dominio di Laplace come segue:
I(s) =sC V(s) - Cv(0) [oppure V(s)=I(s) /(s€N¥(0)/s] (23)

Nel dominio di Laplace il circuito equivalente deindensatore si indica come in figura 7.b, spe-
cificando il valore di impedenza 1/sC e la corranmpressa Cv(0), e sostituendo le variabili circui-
tali con le rispettive trasformate.

Dominio del tempo Dominio di Laplace
I(s _|:|_
R i(t,) | c ._(),_ 1/sC ] o
+ - + -
V(D V(s) C v(Oi
(a) (b)

Figura 7 Condensatore lineare: (a) nel domidi tempo, (b) nel dominio di Laplace.
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Riassumendo, si noti come nel dominio di LaplacéKesiano formalmente identiche alle LK
nel dominio del tempo per i circuiti privi di meni@r(o in regime stazionario) salvo il fatto che in
luogo delle grandezze tensioni e correnti compaleroro trasformate. Anche le caratteristiche dei
generatori, sia indipendenti sia pilotati, del foasatore ideale e del resistore nel dominio di La-
place sono formalmente identiche alle rispettivettaristiche nel dominio del tempo per i circuiti
in regime stazionario salvo il fatto che in luogele grandezze tensioni e correnti compaiono le lo-
ro trasformate. Infine induttore e condensatorespog essere unificati nel dominio di Laplace con
un unico componente lineare che formalmente € nergéore reale. Queste osservazioni permetto-
no di affermare che tutti i metodi di soluzione laggwili ai circuiti privi di memoria (o in regime
stazionario) nel dominio del tempo possono esggpécati anche ai circuiti nel dominio di Lapla-
ce, salvo I'impiego delle variabili trasformate. lg@no inoltre tutti i teoremi e le equivalenze sull
reti prive di memoria (serie, parallelo, trasformoaz stella-triangolo, Teoremi di Thevenin, di Nor-
ton, di Millman, etc.) con le dette modifiche. Qtmuletto mostra anche come non sia necessario,
ogni volta che si risolve un circuito, procederta dtrasformazione” delle equazioni, potendosi
scrivere direttamente queste ultime nel dominibaplace. In definitiva quindi I'operazione di tra-
sformazione ¢ di regola effettuata direttament®sdhema circuitale.

Per illustrare come sia possibile applicare laftrasata di Laplace direttamente a livello di citousi consideri
nuovamente il circuito illustrato in figura 5.a,rge> 0. Sostituendo ad ogni elemento circuitaledwaminio del tempo
il corrispondente componente o circuito equivalereedominio di Laplace si ottiene il circuito tfagnato nel domi-
nio di Laplace (vedi figura 5.b). Al circuito trasfmato & possibile applicare tutti i metodi vistr fanalisi dei circuiti
privi di memoria.

B B
R
R % R» % Rs R R 3
|2 |3
1ic an Th
+ E " - Ls
1 — 1/Cs
V¢ :_ L VL <> C Vc(O) +
A Ei/s + L |L(O)
® - J A
Figura 5.a - Circuito nel dominio del tempo Figura 5.b - Circuito nel dominio di Laplace
La soluzione del circuito di figura 5.b pud essettenuta calcolando prima la tensiongV
l,= (El/s)_VBA
R B Ve,
-V¢-V sR, R
|, = ¢ BA 2
2 R, = Vg 7+i (24)
;=1 R, Ry
lL+1,+1,=0

e quindi esprimendo la correntgd) e la tensione M/s) in funzione di Ma(S):
SOV, (9)- Ove (0) =~ Vel Veu o)
R, (25)
sLI (S)_ Li (0) =Vea (S)_ Ral, (S)
Posto E=110V,R=R=0.5Q, R =5Q, C = 200uF, L =3 mH dalla (24) si ottiene:

V,, =22- 05V, - 025, (26)
S

mentre dalla (25) si ottiene:
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sV, -v.(0)=-500°V, + 25010°, - 5500

1.82610° @7)
sl —i,(0)=-16600?V, - 17500°I, +=———"—

Il sistema (27) € del tutto identico al sistemad®® era stato ottenuto per altra via.

Il metodo di analisi ora illustrato viene chiam&tetodo simbolico di analisi nel dominio di
Laplace. E importante notare che il circuito trasformatarecircuito fittizio, cioé privo di signifi-
cato fisico, ed e privo di memoria. Un importantsmtaggio del metodo simbolico su quelli diffe-
renziali & rappresentato dal fatto che le condizitimiali sono rappresentate da generatori indipen
denti all'interno del circuito trasformato, il clstemporta una notevole semplificazione nella consi-
derazione delle condizioni iniziali.

3.FUNZIONI DI RETE

Nel dominio di Laplace si ottengono circuiti deicrila equazioni algebriche. Pertanto, analo-
gamente a quanto accade per i circuiti privi di mmaennel dominio del tempo, qualsiasi risposta é
proporzionale alla causa che I'ha generata, supmtmeulle tutte le condizioni inizialiL'unica
differenza é che nel dominio di Laplace il fattaligproporzionalita & in generale dipendente da s.
Quindi, detta X,(s) la risposta del circuito edXs) la causa che I'ha generata, si puo scrivere:

Xout (8) = H(S) Xa(s) (28)
dove il fattore di proporzionalita H(s) viene defiimzione di rete (o funzione di trasferimento). In
particolare, se ci si limita allo studio di cirdudt costanti concentrate lineari e tempo invarjdeti
funzioni di rete sono sempre funzioni razionali geficienti reali. La risposta (0 uscita),X e
I'eccitazione (0 ingresso) Xpossono essere una qualsiasi coppia di varidbtlriehe del circuito
in esam®,

E importante sottolineare che una funzione di nete & la trasformata di Laplace di una gran-
dezza elettrica presente nel circuito, ma e unadpmi trasformate. Essa diventa la trasformata di
una grandezza circuitale solo nel caso particdlareui la trasformata dell’eccitazione e unitaria,
cioé I'eccitazione nel dominio del tempo € un ingouunitario. In tal caso si ha infatti; ) = o(t)
= Xin(S) = 1= XoulS) = H(S)= Xout) = h(t). L'anti-trasformata di una funzione dite € quindi
uguale alla risposta ad un impulso unitario e videikta percio “risposta impulsiva”. La conoscenza
della risposta impulsiva, che in linea di princigi@nche misurabile, permette di determinare la ri-
sposta ad una eccitazione qual$iasiE sufficiente a questo scopo considerare la Etpdell
“integrale di convoluzione” (vedi ultima riga dellfabella 1):

Xou(t) = £ X ou(s)] = 2 [HEX, (8] = [, Dt =t)x, ()t (29)

Si possono definire analoghe funzioni di rete andei circuiti in AC nel dominio simbolico.
Tuttavia I'analisi nel dominio di Laplace permetteunificare i due concetti. Infatti, dato che le
condizioni iniziali sono nulle, € sufficiente codsrare le funzioni di rete come funzioni @iinve-
ce che di s. Cio e dovuto al fatto che le caratiehe di resistore, induttore, condensatore, drasf
matore ideale e generatori pilotati nel dominidaplace coincidono, per s ® jcon le caratteristi-
che degli stessi componenti nel dominio simbolmibefiute tramite la trasformata di Steinmetz).

© Poiché sia l'ingresso che I'uscita possono esseaecorrente oppure una tensione, in un qualungo®mel circui-
to, esistono quattro possibili tipi di funzione tdisferimento: (M,(S)/Vin(s)) = guadagno di tensioneyfIs)/li\(s)) =
guadagno di corrente, (Ms)/1n(s)) = impedenza, {I{s)/Vin(s)) = ammettenza. Impedenze ed ammettenze somd usu
mente indicate tramite i simboli Z ed Y, rispediinente, analogamente a quanto si fa in regime AC.

™ In particolare, I'uscita corrispondente a un irsg@ x,(t) = u(t) con condizioni iniziali nulle, prenderibme di “ri-

sposta al gradino unitario”. Evidentemente si>h,§\(t)= [1[H(s)/s] =.[; h(t')dt’ , 0ssia la risposta al gradino unitario
e pari all'integrale della risposta all'impulso {@ro la risposta all'impulso € la derivata dellgposta al gradino).

Elettrotecnica T | La trasformata di Laplace - 8



B B
>
F'21 % R2 RS [] Rl Rz R3
4 ic i|_ A Il |2 |3
—| C t 1/Cs
C) Vo f: L v C) Vc(S)+ Ls
LA B Vin(s) A IE(S)

Figura 6.a - Circuito nel dominio del tempo  Figura 6.b - Circuito nel dominio di Laplace, supgmdo nulle le
condizioni iniziali.
A titolo di esempio si consideri nuovamente il qito illustrato in figura 6.a in cui si intende daninare il guadagno
di tensione W/V;, e 'ammettenza di trasferimentgdV;,. Passando al dominio di Laplace e supponendo leuttendi-
zioni iniziali, si ottiene il circuito di figura 6.b. Le impedengul ramo centrale sono in serie e quindi equitaéel una

unica impedenza & 1/Cs. Analogamente sul ramo di destra si ha um@alumpedenza equivalente serie parisaR
Ls. | rami al centro e a destra sono in parallglondi sostituibili con una sola impedenza equiktdgparallelo pari a:

(R, +1/Cs)R, +Ls) _ 250" +17 5+15107°s>
R,+1/Cs+R,+Ls 510’ + 55+310°%°

"=
Posto R=R,=0.5Q, Rs=5Q, C = 200uF, L =3 mH, la corrente, ke quindi data da:
| = Vio  _ 500° + 55+300°%°
! R,+Z, 27500"'+2025+30107°s° "
25010'+17 5+15010°s*
27500" +2025+3M10°s* "

La tensione tra i nodi B ed A & quindiy, =Z,1, =

La tensione sul condensatore e la corrente sulitinde sono quindi immediatamente deducibili:

22— _ 1 VBA - _ VBA . | = VBA - VBA
Cs

Ve = - 4 L™ -3
CsR,+1/Cs 1+10°s R,+Ls 5+300°s

Da cui si ottengono le funzioni di rete richieste:

He=Veoo L Ve _ 25 10 +175+15M10°
V, 1+10°%sV,  (1+10%s)27500' +2025+3010°)
1 Vg 2500" +17 5+ 15010735

o o \
ve) TV, 5+3M0°%V, (5+3M07°s|27500° +2025+3M10°)
Si vuole ora determinare la risposta all’impulsdanio h(t) corrispondente ad H(s), ovvero I'amagformata di H. Si
effettua quindi la scomposizione in fratti semphcitando che i poli di H sonq pl-1883, p [}-4866 e p = — 10000,
mentre gli zeri sono,z —10000 e z[-1666. Semplificando il fattore comune (s )16l ha quindi:
A 510°(s+1666)
(s+1883(s+4866

| poli sono semplici e con parte reale negativandjua risposta all'impulso unitario sara la somdiasponenziali de-
crescenti. La scomposizione cercata € nella forma:

Hs) =y Ko (30)
Stp, S*p,

Dato che i poli sono semplici, il modo piu rapider pttenere le costanti k k (residui nei poli) € moltiplicare entram-
bi i membri della (30) per (s #pe, dopo la semplificazione con il denominatoréidivalutarli nel polo (cioe per s = -
p), ottenendo [(s #H(9)]|s = -p= k (con i =1, 2). Si ottengono quindj kl -363, k [1-5363. Anti-trasformando la

(30) si ottiene infine:
h(t) = (- 363 — 5863 )u(t)
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